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1 Operazioni tra vettori

Si definiscono i, j, z nel seguente modo

Posto v = (vg, vy, v2) € w = (wg, wy, w;) allora

V4w = (Vg + Wg, vy + Wy, v, +w,) = (vy + wx)/i\—i— (vy + u@)jf—l—
V—w = (Vg — Wy, Vy — Wy, V; —W;) = (Vg — wy )i + (vy — wyﬁ—i—

(vp +w,)Z
(vy — bw,)Z
mv = (Mg, muy, mv,) = (mvg)i + (mvy)}\—i— (mvz)/k?

In coordinate polari si dimostra che dato v = (vs,v,) esistono unici ¥ €
[0,27), |v| € RT tale che



vy = |v| cos D
vy = |v] cos

[v| = (/02 —|—v§
v
tand = 2
Vg
Yy
. |
U |
|
Uy :
3
1
Vg x

Per quanto riguarda le coordinate sferiche si ha che esistono unici (|9],9, ¢)
tali che

vy = |U] sind cos ¢

vy = |U] sindsin ¢

v, = |U] cosd
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Dati due vettori ¥ = (v1, v2,v3),W = (w1, w2, ws) si definisce prodotto scalare

3
v-uwW= E ViWw;
=1

Che gode delle seguenti proprieta

o W = WU
o J(wW+2)=vw+ vZ

o m (W) = (mV)W = 7(mw)
In particolare tramite il Teorema di Carnot si dimostra che

U - W = |U]|w] cosd

ISI

e che

S
|

x

)
Uy

e

I
SIS
) =) =)

D’altra parte dati ¥ = (vg,vy,v;),W = (wg,w,y,w,) si definisce prodotto
vettoriale come il vettore 27 = ¥ x 0 tale che

1. Z ¢ perpendicolare al piano individuato da ¥’ e W
2. il verso segue la regola della mano destra
3. |Z] = |9]|w| sind
Inoltre si pud dimostrare che vale la seguente uguaglianza

ik N

Uxw =det [v, v, wv, :(vywz—vzwy)/i\—l—(vzwx—vxwz)%—(way—vywm)k
Wy Wy W,

e che valgono le seguenti proprieta

XW=—WX7T
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2 Cinematica

Dato un punto P = (x,y, z), si definisce traiettoia v di P come l'insie-
me delle posizioni assunte nel corso del tempo. In particolare 7 = #(t) o
equivalentemente

x(t)

y(t)
z(t)

viene detta legge oraria del moto. Definendo A7 = 7y — 7 come il vettore
spostamento, la velocitd media e istantanea sono definite come

T
Y
z

L A7
“m = AL
L dr  dx~ dy dz~
V= —7=—F1+ )+




In particolare si possono definire le seguenti coordinate curvilinee: data una
curva y(u), dove p € una parametrizzazione, e un punto €2 preso come origine,

come in figura
0O S

Allora si definisce ascissa curvilinea come
w(P) ,
sp = / 1 (1) | dps
p(S2)

La quale ha una velocita scalare, legata a quella vettoriale ricordando che

7(t) = 7ls(t)]

drtt) _ drit)ds _ s

o) == ds dt

Si dimostra che

L. |7 =1
2. 9(t) || T
Infine si definisce accellerazione come
, d?7(t)
at) =~z
— Llug(yro)
= vg ()T
dr(t
= as(t)?(0) + vs() T
Si ha quindi che
) _drds 7
dt  dsdt ds
e che p e
PO T
= -_— = 27
0 7 (77) dsT



A~

ar .
Cio implica che o7
ds

Quindi si ha che

Si definisce infine

dr(t)| 1
ds | R, s
e allora ponendo
dr(t) 1
= n
ds R,

si ha che

3 Moto rettilineo uniforme

it = 0y




Integrando ora

fxo d:L‘—fO vy dt
{ dy—fovydt
f dz—fovzdz
{ x(t) = zo + vyt
(t) = yo + vyt
(t) = 20 + vat
7(t) = 70 + U(t)

4 Moto uniformemente accelerato

itt) = 1

Vg t
/ dv, = / ag dt
Vg 0

0

=k

Intergrando ora

Uz (t) = Vg + agt
Integrando ulteriormente
t
x(t) = zo + / (Vg + agt) dt
0
L9
x(t) = o + vgot + §axt

Prendendo ’equazione (1) posso ottenere accelerazione velocita media

g = Uz (1) — Vay
t
1
x(t) = xo0 + 5[%0 + vz (8)]t = o + vt
Dalla (1) si ottiene anche
p Vo = Usg
Qg
r =0+ =(vg, +v )7(% ~ Vxo)
2" * Qg

v2 = U?CO + 2a,(x — x0)

(2)



In maniera vettoriale si ha che
5(t) = @ + at

1
7(t) = 7o + vot + 55152

Si dimostra che il moto uniformemente accelerato nello spazio si svolge su un
piano ed é parabolico. Infatti consideriamo i vettori a e ¥y, che individuano
un piano, supponiamo il piano Ozxy. Inoltre sia fissata la direzione di @ || j

70 = (%0, Yo, 20)
To = (Vg Vyo, 0)
C_i: (O,G,y,())

z

SI
<

T
Quindi per le equazioni del moto

x(t) = mo + gyt
y(t) = yo + vyt + gayt?
z(t) = 2o

Cioe, effettuando le opportune sostituzioni, si ottiene che la traiettoria I' &

v 1la
F: y() y /Uzo( ) 21}%0

z(t) = 2o

(z — x0)?

che é appunto una curva parabolica appartenente al piano z = 2

5 Moto di Caduta libera di un corpo
Si considera il caso in cui @ = (0, —g,0) e v = (0, vy,,0) si ottiene

o vy(t) = vy — gt



o Y =yo+ vyt — gt

Se consideriamo il caso in cui vy, = 0, ponendo yo = h, si puo calcolare il
tempo di caduta libera 70 come

y(trF) =0
1
h — 597'}2?F =0
2h
TRF = | —

g
vy(TFF) = —9TFF = —\/2gh

Se invece ho che vy, > 0, con yy = hg, si ha che il tempo di salita 7g ¢

vy(Ts) =0
Vyg — g7s = 0
S
g
La quota massima A.pqq €
2
homaz = ho + Uy TS — %ngv = ho + ;Ugyo

Se hg = 0 si ha che 79 = Tpp, infatti

2h v2 v
g g g

6 Moto parabolico di caduta libera

Considerando la seguente situazione

70 = (0,0)
U0 = (Vgg, Uyo) = (|U] cos D, |V] sind)
@=(0,~g)
Y
o




In questo caso la traiettoria ¢ individuata dal seguente sistema

x(t) = |vp| cos Dt
y(t) = |vp| sin 9t — gt*

1 g 2
= tandz — -
Y AT S (G cos 0)2

Per terminare hy,q,; = y(T) pongo

dy(T)
=0
dz
1 g 2
D |tandz — ———F—— =0
anve 2(|170|cosf))2x —r
tand — g =0

(|vo] cos 9)?
tan 8|dy|? cos? D

T =
g
) 25in 9 cos 9
_ |%l
g
1152
= 2|UO‘ sin(29)
1) .
hmaz = y(T) = 2| | sin® 9

Inoltre si ha che 79 = Tpp sono calcolati considerando soltanto la componente
verticale. Per qunato riguarda la gittata x s, essa si calcola come

y(ag) =0 x5 #0
=0

1 g 2
tandz;— ~— 9
anveLs 2(|Uo|cosﬁ)2$f
1
tand — g =0

2 (J6i] cos 9)2
_ 2sind cos 97|
- g

~ |to|?sin(29)

g

xf
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Si nota che la gittata massima, con 7 fissata si ha con ® = 45°. Infine si
notino le seguenti formule

2
honas (5 =) = hunas (5) = oz (9)
TV (g —19) =Ty (g) —1v(9)

Infine utilizzando ’equazione (4), si ha che

5t)|* = |5o]* — 2gh(t)

7 Moto Circolare

7.1 Moto Circolare Vario

Il moto circolare ¢ il moto di un punto materiale su una circonferenza

Y

Si ha quindi che considerando la posizione 7(t)
x(t) = Rcosdy
y(t) = Rsind,
(t) =R [cosﬁt?—i- sinﬁﬁ =R7y

Fissando invece 'origine curvilinea €2 e un verso dall’asse x a quello y, si ha
che ’ascissa curvilinea ¢

S(t) = Rﬁt
Per quanto riguarda la velocita vettoriale e angolare, definendo
ad .

~ 3
YT
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si ha che
vs(t) = wR

{vx(t) = —wRsin(dy)
vy(t) = wR cos(Dy)

~

U(t) = wR [— sind/i + cos ) | = vg(t)7

Quindi si scopre che
T = —sindi + cosdyj

Per quanto riguarda la velocitd Angolare si ha che si puo definire un vettore
& tale che

1. & =w
2. GL(Z,Y)
3. il verso di & segue la regola della vite destrorsa rispetto alla rotazione

Detto in maniera vettoriale si ha che

G = wk
Quindi ricordando che
U] = R|d| = |||
si ottiene che
V=0 XT
w v

Per quanto riguarda l’accelerazione si ha che iniziando con quella scalare

as(t) = dvst(t) —OR=aR
Quindi 'accelerazione d(t) ¢ data da
va(t)
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Per capire chi ¢ R, s si afferma che

Essendo che . R

si ha che

Quindi, come si immagina, si ha che il raggio di curvatura é proprio R Se
vogliamo @(t) in coordinate si ha che

a;(t) = —R [a sind; + w? cos St}
ay(t) = R [asind; — w? sindy]

7.2 Moto Circolare Uniforme

Se si ha che -
dw

— = cost
dt

Allora le equazioni dell’accelerazione si semplificano e diventano

a(t) = —w?7(t) = w*RA

8 Dinamica - Introduzione
La dinamica ¢ lo studio delle cause del moto di un corpo, si individuano tre
leggi della dinamica

1. Lo stato naturale di un corpo € in quiete o in moto rettilineo uniforme

2. L’accelerazione di un corpo é proporzionale alla forza impressa median-

te I'inverso della massa 1
i=—F
m

3. Ad ogni forza impressa corrisponde una reazione uguale e contraria

Fyp=—Fpsa

13



Quindi si definisce forza come una grandezza fisica che esprime 'interazione
tra un corpo e I'ambiente. L’unita di misura é il Newton, che vale

IN = 1kgm/s?
Inoltre in natura si riconoscono quattro interazioni fondamentali

Gravitazionale

FElettromagnetica

Nucleare Forte

Nucleare Debole

Per il quale vale il principio di sovrapposizione (che vale per ogni tipo di
forza per principio):

Teorema. Dato un insieme di forze {F}}Ze 1 che si applicano su un oggetto,
allora la somme degli effetti delle forze é I'effetto della forza data dalla somma
vettoriale ), ; F;

E anche la legge del reciproco quadrato, cioé che se ho un corpo isolato
P soggetto ad una interazione fondamentale si ha che

Fp(7) :0(7“2) r=|r

Per quanto riguarda la massa invece, si ha che nella meccanica Newtonia-
na essa € una proprieta intrinseca, costante in tutti i sistemi di riferimento.
E additiva nella meccanica classica, non essendo considerata l'energia di
legame, ed é uno scalare positiva.

Parlando ora dei sistemi di riferimento inerziali, si ha che non in tutti i
sistemi di riferimento vale il secondo principio della dinamica. Per questo
serve un discriminante, cioé il principio di prima. Infatti se idealmente por-
tiamo un oggetto a distanza infinita dagli altri corpi, la forza deve tendere a
zero, e quindi in base al primo principio deve muoversi di moto rettilineo uni-
forme o in quiete. Se cio é vero, siamo di fronte ad un sistema di riferimento
inerziale. Per individuarli si usa cio

Teorema. Dato un sistema di riferimento inerziale S, allora un sistema di
riferimento S’ & inerziale se e solo se ha velocita v’ rispetto a S costante.

14
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Infine nella fisica moderna un sistema di riferimento inerziale é definito come
un sistema in cui lo spazio é isotropo e il tempo omogeneo

9 Oscillatore Armonico

/

311

O

L

Se la molla ha una lunghezza iniziale di coordinata Ly, e viene allungata di
un fattore AL € R, si ha che la legge che governa la forza (Legge di Hook)
unidimensionale ¢&

F=—kALZ [k]=Nm™
Si definisce in particolare molla ideale una molla per cui
1. la massa della molla & trascurabile
2. parlando di coordinate Ly = 0

dove quindi la legge di Hook diventa
F = k7
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dove Z é la posizione della massa m.

Per scoprire il moto si impone una equazione differenziale, con w? = —
m

a(tym = —kzx
d?x(t) 9
72 +w'z=0
x(t) = c1 cos(wt) + co sin(wt)
Imponendo che condizioni iniziali
z(0) =z
U;,;(O) = Vo
Si ottiene che
Cl1 = X
Vo
o= —
w
cioé che
v .
x(t) = xo cos(wt) + — sin(wt)
w
= Acos(wt + ¢)
dove
Acos(p) = xg
. Vo
—A —
sin(p) "
Per quanto riguarda accelerazione e velocita
v(t) = Awsin(wt + @)
a(t) = —w?Acos(wt + @) = —w?ax(t)
10 Posizione di Equilibrio
Un punto di equilibrio ¢ un punto 7p, per cui imponendo 7(tg) = 7p e

¥(to) = 0 si ha che 7(t) = 7p Vt. Quindi si ha che ¢(¢) = @(t) = 0 V¢. Quindi
si ha che F(7p, v = 0) = 0. L’equilibrio si divide in due tipi

Stabile se uno spostamento di crea una forza di richiamo verso il punto 7p.

Intsabile se uno spostamento di crea una forza repulsiva che lo fa allonta-
nare dal punto 7p.

16



Esaminando il caso monodimensionale, se I'equilibro é stabile, si ha che si
ponendo delle ipotesi su F' = F(x), cioé che essa sia continua e derivabile con
derivate continue fino ad un certo ordine n, si pud sviluppare il polinomio di
Taylor associato con centro xg, il punto di equilibrio

n o f(k)
F) =3 L@ - a0 + ol - 2ol
k=0

Allora ponendo
dF(x)

K=—F = —
(o) dzx

T=x0
si ha che essendo xg un punto di equilibrio stabile, si ha che K > 0. Inol-
tre arrestando il polinomio di Taylor al primo ordine, e considerando che
F(z9) = 0, si ottiene

F(z) = —K(xz — x0) + o(|x — x¢])

cioe, per x ~ xg
. K K
r=——x+ —x0
m m

Ma questo ¢ un moto armonico con centro xg , come si vede nella prossima
sezione

11 Oscillatore Armonico con Forza Costante

Si nota che data una molla a cui é applicata una forza costante ﬁo =k
come in figura

;o

8

0

|
|
|
l
L
Si ha che 'equazione differenziale associata é

Fr=(—kz+F)2

. k  Fo

mr=——x+ —

m m
Lk Fo
T+ —xr=—
m m
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E
Essendo che Z(t) = ?0 ¢ una soluzione particolare, ho che la soluzione
generale ¢ data da
E
x(t) = Acos(wt + ) + ?0
12 Vincoli e Reazioni Vincolari

Un vincolo e un corpo che determina la liberta di movimento di un altro
corpo, generando delle cosiddette razioni vincolari. I vincoli sono di due tipi

Liscio Quando non ¢ presente attrito tra il vincolo e il corpo, e in questo
caso la reazione vincolare R é perpendicolare al vincolo.

Scabro Quando sono presenti invece forze di attrito radente.

12.1 Piano Inclinato

Nel piano inclinato vale il seguente diagramma delle forze

Allora si ha che i le equazioni diventano

mI = mgsin «
my = Ry —mgcosa

Ma imponendo che y(t) = 0 V¢ si ottiene che

R, = mgcosa
T = gsina

18



12.2 Filo Ideale

Per quanto riguarda un filo, esso si dice ideale se é indeformabile e di massa
nulla. La forza trasmessa viene detta tensione T e nel caso ideale ¢ costante
in ogni punto. Per esempio data una carrucola

a
\_/

Allora si ha che
miy1 =11 —mag
maYe = T — mag

Ma Ty = T3 essendo il filo ideale e 37 = —9» per il vincolo. Allora

miy1 +mig = maY2 + Mmag
T =miy1 +mag

Cioé
. my —my
1= ————
Y ’m1+m2g
. mip —ma
)= ——
Y mi + ms
2mim
Ty = 1M2
m1 + mso
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12.3 Pendolo Semplice

Per quanto riguarda un pendolo semplice si ha che, imponendo una ascissa
curvilinea s(t) direzionata come in figura e ricordando che il vincolo impone
un moto circolare,

a) =197(t) + ¥ 1a)
ma allora esaminando il diagramma delle forze
{mlé = —mgsin?d
mld? = Ty — mgcos?d
Cioé di ottiene che

l

9= g sin 9
Ty = mid? + mg cos ¥

Ora quindi da risolvere & la seguente equazione differenziale

J+w?sin®d=0 w= %

Ora considerando la seguente approssimazione di Taylor
sinﬁzﬁ—i—i—i?—i—...
Si ha che ’equazione si pud approssimare come
d+w=0
che ha soluzione
¥(t) = O cos(wt + o)
}(t) = —wO sin(wt + @)

Come si vede nel caso di piccoli angoli il periodo T' é dato da

2 l
T:”:%\[
w g

20



che quindi ¢ indipendente dall’angolo 9, cioé vale il cosiddetto principio di
isocronia. In generale invece si ha che il periodo T' é dato da

[ 12,2@ 1*32,4@ 1*3*52,6@
T—QW\/; 1+<2> sin <2>+(2*4> sin <2>+<2*4*6> sin <2>+...

Nel caso in cui vg = 0 si ha che %9 = © e nel caso in cui © # 0 deve essere
che ¢ = 0, cio¢ ’equazione diventa

9(t) = O cos(wt)
(t) = —wO sin(wt)

e quindi la tensione del filo diventa, grazie all’equazione precedente,

Ty = mg cos [O cos(wt)] + miw?©? sin® (wt)
= myg [cos [© cos(wt)] + O sin’(wt)]

Ora considerando che
1
cos(O cos(wt)) =1 — 5@2 cos®(wt) + ...

si ottiene che

Ty =mg|l— %@2 cos®(wt) + 62 sin(wt)]
=mg |1 — 62 B cos®(wt) — sin2(wt)”

=mg |1+ 62 [1 - 20052(@5)”

13 Vincolo Scabro e Forze d’Attrito

Se un vincolo ¢ la scabro, la reazione vincolare R é costituita anche da una
forza di attrito.
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13.1 Attrito Radente

Se siamo nel caso radente, ad esempio nel caso di un piano, si ha la seguente
situazione

Q

Il vincolo impone che fino ad un certo valore F' < FI"* J'oggetto non si
muova, cioé esiste una forza di attrito statico della forma

F,=—F
L’esperienza empirica mostra che Fg§*** ¢ della forma
FI"% = ugN

dove p, € il coefficiente di attrito statico. Se F' > F"%* 'oggetto si muove ,
contrastato da una forza di attrito dinamico della forma

Fy=—pugN7v

dove g ¢ il coefliciente di attrito dinamico.

13.2 Attrito Viscoso Libero

Per quanta riguarda 'attrito viscoso, esso si genera nel caso di un moto in
un mezzo viscoso, e si vede empiricamente che

1. ﬁm’s = _;vis(’U) € ﬁvzs(o) =0

se il mezzo é omogeneo F),;s non dipende dalla posizione 7

~
~

Fvis = v

Ll

esiste una velocita critica v, tale che se v << v, vale la legge di Stokes

—

Fvis = *ﬁ{)‘

con $ un coefficiente dipendente dalla forma e dalle dimensioni del
corpo e dal coefficiente viscoso p del fluido.
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Infine dato un corpo in un fluido viscoso, che si muove con velocita iniziale
o, il suo moto & del tipo esponenziale. Infatti supponendo che si svolga su
un asse, diciamo 1’asse x, si ha che

mag = —[vy

mi, = —Bu,
. 1 _m
Up = =V T= 3

Ma allora integrando

/1dvx:—1/ dt
Vg T
Ifva(8)] = — ¢+ ¢
T
e ()| = ke 7k eRT\ {0}
va(t) = ke r keR\{0}

Unendo ora la soluzione v(t) = 0 e imponendo le condizioni iniziali si ottiene

che

1
z(t) = 2o + vgoT(l — e 7)
Infine si ha che lo spazio percorso all’infinito é
= lim 2(t) = li 1—e v
Tlim = tiglox( ) = Jim. [:L‘o + vy T(1—€e"7)

=20 + Vg T

13.3 Attrito Viscoso Forza Costante

Consideriamo la situazione in cui un corpo di massa m ¢& soggetto ad una
forza viscosa del tipo Fyy = — (4 e una forza costante Fy || 0p. Allora il moto
é regolato dalla seguente equazione differenziale

ma = F() — 5170

maz:FO_ﬁ'U.t

dve, _Fo B
dt  m m "
dvg B _FO
@ T

La soluzione di questa equazione é

F
%:Ce_é—&——o T=
m

=| 3

23



Ponendo ora % = Ui € ponendo v, (0) = vy, si ottiene che

_t
Vy = (vmo - Ulim)e ™ + Viim

Per comprendere quando cid ¢ trascurabile si nota che

2 3
C=ldat o2 4
21 3l

e quindi che se % << 1 allora

t
V2 (t) = (Vg — Vigm) (1 — ;) + Vlim

t
= —Vgy— + Ugy + Vlim—
T T

Aggiungendo la condizione che v, << vy, si ottiene che

Fo
Vg (t) = vy + Et

cioé & un moto sotto la sola forza Fy.
Per stimare quanto questa approssimazione ¢é valida, si considera che nel
caso di una sfera di raggio R, vale che

B = 67Rn
con 7 il coefficiente di viscosita del mezzo. Si ricorda che
Naria = 0.018 x 1073 Pas
Nacqua = 1.005 x 107 Pas
14 Lavoro

Sia un punto materiale P, sul quale agisce una forza F vale che F = ﬁ(?)
Esse quindi non dipendono dalla velocita. Allora supponendo che P conduca
una traiettoria v, con A, B € +, si definisce lavoro di FidaAaB lungo la
curva -y il seguente integrale

Lyap = / FdF
V(A,B)
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7(t) si risolve in

Che imponendo la parametrizzazione v = v(t) e 7 =
coordinate cartesiane come
Lap) = [ [0+ B0y © + B020] de
v(4A,B)
_ / () dt + / Fy(t)de + / P () dt
v(4,B) v(A,B) v(A,B)
— [ By s@)de + [ Faw).p ) dy +
'Y(AvB) 'Y(AvB)

+ / Fu(a(2),4(2), 2) dz

v(A,B)
Inoltre si osserva che la somma dei lavori ¢ il lavoro della somma, infatti dato
un insieme di forze {F;}agenti su un punto P, con F la loro risultante

Z Lyap),i= Z / Fy di
‘ © | y(A,B)
= / > Fidif

¥(A,B) ’

= / Fdr
v(A,B)

= LyaB)T

Successivamente si definisce una nuova grandezza, cioé I’Energia Cineti-

ca, definita come
1
K = —mv?
2

e si osserva che vale il cosiddetto teorema delle forze vive

Lyap =AKasB

Che si dimostra dicendo che
dL = Fdi = madi = m%ar = m® . zar
dt dt

Osservando quindi che
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si ottiene infine

dv 1 1
dL:m—v Tdt = =mdv®> =d|=mv?
dt 2 2
e quindi che
1
Lyap = /d[mv] = AK B
v(A,B)

15 Forze Conservative
Data una forza ﬁ, essa si dice conservativa se dati due punti A, B, si ha che

Lyap) = Lyan Y7,7

Inoltre vale il seguente teorema. Una forza & conservativa se e solo se dL
¢ un differenziale esatto, cioé esiste una funzione scalare U(7) = U(x,y, 2),

detta potenziale, tale che
oUu ou ou
dL = —dU = — | —d —dy+ —d
Ox v oy v+ 0z ®

La funzione U, detta energia potenziale viene definita, a meno di costante,

come
AUap = —La,p)(F)
Vale anche una terza caratterizzazione delle forza conservative. Infatti si ha

che dato un percorso chiuso v, F' é conservativa se e solo se

M:%ﬁﬁzo
Y

Tornando a prima, si nota come
dL = Fpdx + Fydy + F.dz
ou ou dy + mjdz}

:‘[axd‘”ay 92

e quindi che un campo conservativo F' si scrive come

__< oU U 8U>

Fo(_ 22 9% 97
0z

ox’ Oy’
Quindi risulta utile introdurre il vettore ﬁ, definito come
- g 90 0
V = a 949 ) a_
Ox’ dy 0z
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e quindi le seguenti funzioni: il gradiente,

- OF OF OF
V= (aam)

il rotore

Y oF, OF, OF OF, OF, oF.
F= z y T z Yy T
VX <8y 9z 9z  Ox’ Oz 8y>

e il laplanciano

. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
F=(2%p 99 09 999 % 99
VXV <8y 0z 020y ' 0z0x Ox 0z ' Oz Oy Oy Ox )
0? 0? 0? 0? 0? 0?
= F - F F— F F - F
<8y82 020y " 0z0x 0xdz" ’ dxdy OyOx >

Quindi si nota innanzitutto che data una forza conservativa F si ha
F=-VU

e che quindi
VxF=-VxVU

In generale si ha che se E ammette differenziale esatto, le derivate miste
commutano, e quindi V x E = 0. Ma allora se F ¢ una forza conservativa,
allora ha rotore nullo. Viceversa vale che se F ¢ definita su un D C R"
semplicemente connesso, e ha rotore nullo, allora é conservativa.

Parlando ora dell’energia Meccanica, dato un insieme di forze {F;} con-
servative agenti su un corpo, si definisce energia potenziale totale come

UT:ZUi

dove U; sono le singole energie potenziale delle singole forze. Si nota che
fissati due punti A, B

AU} p = ZAUA,B = —ZLA,B(F%) = —Lap(F) F= ZF’Z

Detto questo si definisce energia meccanica di un corpo, soggetto ad un
insieme di forze, come

gmec =K+ UT

con Ur la energia potenziale delle forze conservativa. Si dimostra che in un
sistema dove svolgono lavoro solo le forze conservative, ’energia meccanica
si conserva. Infatti sia v = (A, B) la traiettoia compiuta da un corpo sotto
la azione di forze {F;} come d’ipotesi, si ha allora che definendo F = > F;

AUsp=—Lap(F)=-AKap
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Ma allora
Agmec;A,B = A[]A,B + AI(A,B =0

Infine se si suppone che 'insieme {F;} sia costituito di forze di vario genere,
si definisce innanzitutto la parte conservativa F e non conservativa Fy¢ di
F. Quindi

Lyr = Lyc+ Lyne
e allora

AKpp=—AUsp+ Lync

cioé infine

Agmec;A,B = L'\/,NC

15.1 Forza Peso §

Essendo che il campo della forza peso ﬁg = mg é costante, ho che essa é
conservativa. Piu specificatamente il lavoro compiuto su un corpo lungo una
traiettoria da un punto A a un punto B ¢ dato da

B B B
LA,B—/ ngf’—/ mﬁd?—mﬁ/ dr' = mg [F'p — 7'a] = mgATA B
A A A
Quindi se si pone come energia potenziale di riferimento al suolo Uy = 0, si
ottiene che l'energia potenziale gravitazionale €:

Ug = mgh

con h laltezza dal suolo.

15.2 Forza Elastica

Per quanto riguarda la forza elastica, imponendo un sistema di riferimento
in cui l'origine é posizionata nella posizione di riposo della molla, si trova
che anche essa & conservativa. Infatti il lavoro compiuto su un corpo lungo
una traiettoria da un punto A a un punto B ¢é dato da

B

LA,B: ﬁEdF
A

B
:—k/ 7dr
A
B YB ZB
:—k:[/ :cd:v~|—/ ydy+/ zdz]
TA Ya ZA

1

= —5k [(2h —23) + (B — vA) + (2 — 23)]
1

= —ik [7”129 — TQA]
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Quindi se si pone 'energia potenziale di riferimento al punto di equilibrio
della molla Uy = 0 si ottiene che ’energia potenziale elastica é:

1
UE::—ika
con r la distanza dal punto di equilibrio.

15.3 Forza d’Attrito Dinamico

La forza d’attrito dinamico é invece una forza non conservativa, infatti impo-
nendo una traiettoria v € Oxy, si ottiene che il lavoro compiuto dalla forza
d’attrito dinamico su un corpo lungo questa curva ¢ data da (si pone per
semplicita di notazione v = (A4, B)):

Lyap) = Fydr

= —pgN Lung(v, A, B)

Quindi il lavoro dipende dalla traiettoria + & quindi Fz non & conservativa
Tornando infine al pendolo, con una situazione come in figura

Y
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con v4 = v(0) = 0, si ha che innanzitutto
Uar =mgh

da cui

N R N 7

m m
E infine si ricava la tensione del filo Tz considerando che in B
{T ' —mg =ma

2
v

da cui
2

TB:ma+mg:m[g+U;ﬂ = 3mg

16 Quantitd di moto e Impulso
Si definisce quantita di moto come
p=mv
con cui la seconda legge di Newton puo essere riscritta come

d
=D

F
dt

Data una forza F che agisce su un corpo per un intervallo di tempo (t1,t2),
si definisce impulso della forza come

Tl t2) = / Far
t

1

e si nota che esso ¢ additivo, infatti se si ha un insieme di forze {F;} con F
la loro risultante, si osserva che

. ta to R t2 .
I(tl,tg):/t th:/t ZFidt:Z/t Fidt:ZIi(tl,tQ)
1 1 i i 1 i

Infine vige il cosiddetto toerema dell’impulso, cioé che:

. to . to
I(tl,m:/ thz/ di = f(ts) — (t1)
t t

1 1
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17 Momento

Dato un vettore V applicato in A un un punto € detto polo, si definisce
momento di V rispetto al polo {2 come

— —

M= (Fq—ig) x V

Si puo inoltre notare che dato un polo €2, il punto di applicazione A e un
qualsiasi altro punto B giacente sulla direzione di V'

Un momento molto importante ¢ il cosiddetto momento angolare, cio¢ il
momento della quantita di moto. Infatti fissando un sistema di riferimento
si definisce .

LQ = (77 — 'FQ) X ﬁ
il quale ha una pseudo-seconda legge della dinamica fissando un sistema di
riferimento inerziale

d - d

C o= _

ple=o (7 —7q) x P
d d
dt(T—T‘Q) X P+ (F—FQ) X 7dtﬁ

:(U—ﬁg)xmﬁ—l—(F—f’Q)xF

= —Tq X g+ M

V= (o) x DB = 7 o) < B = S

Infine si ha il teorema dell’impulso angolare se v = 0

dove

to . to - N -
M dt = / dLq = La(t2) — La(t1)
t1 t1
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18 Dinamica di Sistemi di Punti Materiali

Dato un insieme di punti 7, ..., 7, di massa mq,...,m, si definisce centro
di massa del sistema quel punto per cui

oy = =20
i M

e se ho due insiemi di punti materiali mq,...,my,, ..., mny,, allora definendo
N1
M 1= E my;
i=1

No
Mg = Z m;

i=N1+1
si ha che . .
By = MRy + MaRew
¢ My + Mo

Quindi si va a definire la quantita di moto totale del sistema come
P=>_p
i
Nel caso la massa del sistema sia costante, si nota che

d = 1
%RCM = ;mzvz

e quindi si giunge alla prima teorema del centro di massa
P = MVou

Ora consideriamo l'insieme di tutte le forze che agiscono sulle particelle,
indicando con F; la risultante di tutte le forze agenti sulla i-esima particella.
Allora si definisce la risultante delle forze esterne e la risultante delle forze
interne come

n
R Z 3R,
7=1
i#i
' n
LR » ot
7 >
i i =1
J#
F’(est) _ F:z o E(znt)

)

F’(est) _ Z F‘i(est)
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Ma allora applicando la terza legge di Newton si ottiene che
Fij=-Fj; Vi#j
ma allora si vede facilmente che
Flint) _ g

e quindi si ottiene la cosiddetta prima equazione cardinale
d s ~dpi N~z 5 mew
—_P= e F=F= F(mt) F(est)
al =2 T2t ’

_ ﬁ(est)

il relativo teorema dell’'impulso
to . . .
st (g, 1) = / Flest) gt — Bley) — B(ty)
t1

Con questo si ottiene il secondo teorema del centro di massa, cioé che se la
massa € costante

Flest) _ %]3 _d {MV’CM] = MAc

Parlando ora del momento angolare totale esso si definisce come
Lo = Z Lo,
i
la cui variazione pud essere studiata ricordando che
d - . N -
—Lq,; = —Ua X p; + M7,
dt ’
Ora, se la massa é costante,
O L= LLg ="~ [ x i+ M)
dt - dt " - .
i

= —Uq X M‘?CM—"_ZM%i

Si definisce quindi



da cui si evince che

DMt =3 (7 — 7o) x Fy
i

e che quindi

—Lg = —7q X M‘?CM + M(stt) + M(Sznt)

Tuttavia se si analizza bene M(Szm) si ha che innanzitutto

n
-0 L .
My =D > (7 = 7o) x Fij
i =1
J#
ma allora Vi, j, ricordando che le coppie di forze stanno sulla congiungente
dei due punti

— —

(Fi—T) % Fi j+(Fj—Ta) x Fj; = (F—Ta) x Fi j— (Fj—Ta) x Fyj = (Fi—7j)x Fy; = 0
ma allora si vede che

TQ

My =0
Si giunge quindi alla seconda equazione cardinale

d = S, > -0
%LQ = —Uo X MVoy + M(est)

Infine dato un qualsiasi polo 2 posto come origine del sistema di riferimen-
to, si ricava il terzo teorema del centro di massa sempre nel caso di massa
costante

Lo =Y 7 xf

i

= (i + Row) x i

1

=Y Faxpit+ Yy Rom x P
i i

= Loa + Row x MV

Tec

=
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19 Corpi Macroscopici e Limite del Continuo

Dato un corpo esteso di massa M, esso si pud dividere in volumetti Am;,
con naturalmente M = ), Am;. Allora si definisce la densita dell’i-esimo
volumetto come

. Amz
N
Tuttavia si pud passare al continuo, pensando al corpo come al una distri-
buzione continua di massa. Allora la densita diventa
p(7) = lim A = d—m
AV=0 AV av

e la massa totale
M= / p(7) AV
\%
Il corpo viene in particolare detto

isotropo se esiste un punto O per il quale, ponendo 1i 'origine del sistema
del riferimento, si ha che p(7) = p(r)

omogeneo se nella regione V' del corpo p(7) = po

Si puo infine equivalentemente definire la densita superficiale come

. Am
= lim —
77 Ash0 AS
e la densita lineare come
A= lim 27
A0 Al

Tramite questi nuovi concetti si possono andare a ridefinire vecchie gran-
dezze come il centro di massa

- 1
Reyv = U /VFp(F)dV
la quantita di moto totale

13:/ TpF dV
14

il momento angolare totale

I’energia cinetica totale



Consideriamo ora un corpo esteso soggetto ad un insieme di forze parallele
{Fiu}, con F; € R\ {0}, e sia 7; il vettore posizione del loro punto di
applicazione. Allora si puo affermare che l'effetto di queste forze é l'effetto
della risultante agente sul punto

R’F: ZZFZFZ
> Fi

Per quanto riguarda la somma dei momenti delle forze parallele si scopre
che il momento totale é proprio il momento della risultante applicata su Rp.
Infatti ponendo 7 =0

DLED R
i i

i
> #i
i

X U

Con questo si nota che dato per esempio per la forza gravitazionale g,
R = 2 I = 2 Mg = 2i T = Roum

Infine ponendosi in un sistema si riferimento S’(0’, 2,4y, 2'), con O’ il
centro di massa, si nota innanzitutto che

B
Ron = =& =0
>

e quindi che

ﬁ:Zmiﬁi:%Zmﬁi:O
i i

Infine consideriamo il sistema di riferimento fisso S(O,x,y, z) e quello
mobile del centro di massa S’(O’,2',y’,2"). Se esso trasla soltanto allora le
equazione di trasformazione sono

RN
|
!
|
=s]]
Q
S

<
I
ey
|
Q
=



se invece esso ruota la derivata risulta effettivamente sbagliata e va corretta
con

con R = 00’

20 Teorema di Konig
Dato un sistema di riferimento inerziale S = (O, x,y, z) fisso e il sistema di
riferimento rispetto al centro di massa S’ = (O’ = CM,2/,y,2'), in cui S’
si muove di moto traslatorio rispetto a S, allora si ha che

Loy = Lom

infatti

= Z |:7'/z' X mﬂ?}] — Z |:T’/i X miVCM}
i

%

= Z [ RCM X mzv,} — [Z mir';
7
= Z’FX mlz_); — RCM X E mﬂ_);
A %

= Lo — Row x MV

X VCM

ma ricordando ora il terzo teorema di centro di massa
Lo = Loy + Roy x MVeou
si ottiene che

L'cwr = |Loa + Roym x MVeon| — Rowr x MV

Derivando si scopre inoltre che

d - d -
°r Ly
dt CM = dt CM
_UC’M X MVC'M + M(est) 1) oM X MV,CM + M(est)
MCM —_ MCM'

(est) (est)
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21 Energia Cinetica rispetto al centro di massa

Sempre nello stessa configurazione con S = (O, z,y,z) e S' = (0" = CM,2',y/,2'),
si trova che

22 Teorema delle N-Forze Vive

Dato un sistema di N punti materiali, si trova innanzitutto che definendo W
come il lavoro, allora

dW; = F; - di; = dK;
dW => " dW; =Y dK; = dK

ma allora si trova che il lavoro totale W é dato da
w=>" / dw;
3 Vi

E quindi definendo

si trova che
Wiay-(sy = KBy — Ky

23 Lavoro delle Forze Interne per un Sistema di N
Punti Materiali

In generale si ha che
Flinty = 0% Wiiny =0

Prendendo quindi per esempio un sistema di due corpi
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si trova che
AW(ing) = Fi 2 d7) + Fo 1 d
= Fy 1 [diy — di]

= Fy1dri 2

S [drio . dr
=F2,1[ PR 1’2] dt

dt dt

= dT’l 2 ~ PN —
— F271 [ dt’ 71,2 —I—T17gv:| dt I/_LTLQ H F271

= drig
= =719 dt
217 g 12

= —F12dri2

Si ottiene quindi che
AWiint) = —F21d [Ty — 71]]

Si nota che quindi non é necessariamente 0, lo pero, per esempio, se 7 3 =
bl
cost

24 Sistema di due corpi

Dato un sistema di due punti di massa m; e meo, ponendo innanzitutto la
massa ridotta come

mimsa
my1 + mg
si ottiene che
o = ma
1=Rom — 71,2
my + ma
m (5)
= 1 -
s = Rom + 71,2
m1 + mg



SS' =(0=CM,2',y,2") si muove di moto traslatorio, allora

'U,

.
/

H
Il
Hl
|

Qv ot
2

e quindi si va a definire

W mo
v =—-——
mi
-
Vo= —V
ma

Infine si nota che la quantita di moto ¢ data da
]07 1= m117’ 1= —uv
]97 2= m217' 2 = pv

Infine per ’Energia Cinetica

K =
Quindi si ottiene infine che

1 1
Kr = —uv? + -MV3,,
2 2

Per quanto riguarda il momento angolare totale, utilizzando il Teorema
di Konig si scopre che
Lo=Lcum+ Rom x MVey

= F172 X uv+ Royr X MV
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25 Urti tra Due Corpi Puntiformi Isolati

Consideriamo la situazione isolata, in cui ﬁfeSt) = FZ(eSt) = 0. Inoltre sap-
piamo che F1 9 = —F5 1. Questo porta, per la prima equazione cardinale al

fatto che P sia costante.
Considerando innanzitutto il caso monodimensionale, si pone

Ur1 =vr1t Ur2 = V121
Up1 = VF11 Up2 = VF21

Infine se siamo nel caso cosiddetto elastico, anche l'energia cinetica viene
conservata, e quindi cido porta alle equazioni risolventi per 'urto

{m1v1,1 + Mavr2 = M1VF1 + MaVE2

19 1o 2 1 L, 2
M1V 92l = 3TIVERL + 5Mal

26 Derivata di un Vettore

Considerando la situazione in figura dove u ¢ un versore

AT
it + At)

Au  |Au| Au | Al _
At~ At [Aal At
Inoltre utilizzando il teorema delle corde si vede che
|Au|  2sin % sin % Ad
At~ At A At

a(t)

si trova che

ma allora se At — 0 si ha AY — 0. E quindi
di _ . sin S A9 o .

— = lim —ZA=—T
dt A0 Ag At dt
con R
~ . i AU
7= lim ZA = lim ——
At—0 At—0 ]Au|

ma allora sapendo che la derivata di un versore ¢ perpendicolare a esso, si
definisce

~ o~

do .

n
s ®
W(t) pl
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ma allora si ottiene infine che

duo d¥, . _ . ~
P E(U x u) = d(t) x u(t)

Se abbiamo non un versore, ma un vettore ¥, si dimostra che

W D)= Do o™ = W5 ) i)
at —at” T @t e T T

27 Trasformazione di un Vettore

Sia S = (O, z,y,2) un sistema di riferimento fisso inerziale e sia S’ =
(O',2',y,2') un sistema di riferimento mobile. Allora si vede innanzitutto
che dato un vettore #, esso si puo si scrivere nei due sistemi di riferimento

S:tugt+ uy)+ uz
117y 175 17y
STugt +uy g +unz

ma allora si vede che

di  duly| ~  ,di
dt dt s dtls
uw )~ d7
Y| 1 aJ.
+ dt 5‘7 iy dt ls
dul) ~ ,d
+ dt sz +UZE s
ma essendo il tempo assoluto
duy)  duj
dt ls  dt ls

Infine si pud dimostrare che esiste un &(t) tale che

i’ ~
d—ZtS:cD’(t)xz’
dy . ~
ES:CU(t)Xj,
dz ~
d—iszzﬂ(t)xz’

e quindi si trova la cosiddetto relazione di Poisson

a _di
dtls  dt

t) X U
T xa
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28 Trasformazione Velocita e Accelerazione

Ora, usando le formule di prima possiamo considerare un sistema di riferi-
mento fisso inerziale S = (O, x,y, z) e uno mobile §' = (0',2/,y/, 2’). Allora
si ha intanto che se 7 é la posizione di un punto rispetto a S, e 7 & la sua
posizione rispetto a S’, allora

F:§+ﬁ con R =00’

Ma quindi utilizzando le relazioni viste prima si scopre che

5= _dr +dﬁ‘

dtls  dtls  dtls
_d77j; _i__'x,r/_i_cm"
Cdt |y dt |s
L d .
:U’+7§ +d x (F— R)

dove la quantita vp = ¥ — v’ viene detta velocitd di trascinamento.
Guardiamo ora l’accelerazione. Con le stesse regole di prima si scopre
che

con

= — o= —
dt? ‘s dt |s
e dc, ¢ accelerazione di Coriolis

29 Corpo Rigido
Un sistema di punti {7} si dice rigido se
|75 — 7] = const Vi, j

Si nota che un corpo rigido a sei gradi di liberta, (xcar, your, zom, @, 5,7).
Allora si nota che bastano le equazioni cardinali. Inoltre si ha che se poniamo
v'; = 0 per ogni punto del sistema, allora

—

=0p =V +&x (F— R)

<l
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dove & non dipende dal punto essendo il corpo rigido. Ma allora per ogni
coppia di punti A, B

UB :UA+LU X (FBfFA)
Ma allora fissando A = C'M si ottiene

T=Vou +& x (F— Rewm)

Ora dividiamo il caso in due sottocasi: traslatorio puro o rotatorio puro:

29.1 Moto Traslatorio Puro

Imponendo come prima che @; = 0 per ogni punto del sistema, e che @(t) = 0,
allora si ottiene che il

U = Vem
per ogni punto del sistema. Inoltre vale che

Loy =0

Questo si puod dimostrare considerando il sistema del centro di massa S’, che
¢ in moto traslatorio rispetto al sistema S. Ma allora vale il Teorema di
Konig deve essere che

Loy =Lom

infine considerando che v/; = 0 per ogni punto, si ha che L'cy; = 0, cioé
Loy =0

Ma ora se applichiamo il terzo teorema del centro di massa si ottiene che
se 7o = 0, allora
LQ = RCM X MVCM)

che giustifica la riduzione di corpi estesi al loro centro di massa.

29.2 Moto Rotatorio Puro con Asse Fisso

Consideriamo come sempre il sistema di riferimento S = (O, z,y,2) e S’ =
(O, 2y, 2"), con z =2/ =&(t) e O = O ,e con sempre v/; = 0 Vi. Ma allora
si nota innanzitutto che

S dR
R=0 —| =0
dt s
e quindi che riprendendo la relazione di prima
171' =W X 772

Considerando allora P si vede che

ﬁ:M(QXECM)
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Se CM = O = O’ si ha che éCM = VCM = 0. Se invece CM ¢ z, si ottiene
che P#£0e Fest) £ 0.

Vogliamo ora in questa situazione calcolare il Momento Angolare To-
tale. Iniziamo scomponendo ogni vettore 7; come zzz + p;, allora si ottiene
che

EZZF; Xmi@'
[
7
=3 Gk + ) xm [wx (zl-mp:)] 3 &

1

= ik + i) x m; [@ % 7]

()

= mizik x (@ X §;) + > maifi x (& x 7)
i i
= E1 + Ez
Esaminando ora le due porzioni separatamente si ottiene
El = Zm,zz |:k‘ X ((15 X ﬁl)]
i
=3 iz | (k- 5@ — (k- w)7i]
i
= — Z ;2 W 05
i
Ly =Y mip; x (& x ;)
i
=Y mi o}~ (7 5)7i]
i
= > mip}e
i
Quindi in definitiva si ha che
L=+
=— Z miziwp; + Z mip7e
i i
Quindi definiamo il momento d’inerzia come

1= Zmng
i
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per cui
Ly=1&

Notiamo inoltre che se k & un asse di simmetria del sistema, allora L = 0.
Infatti se il sistema & simmetrico, per ogni punto i, esiste un punto j per cui

mi = Mmj, 0i = —Pj, 2 = Zj

Diciamo il cosiddetto Teorema di Huygens-Steiner: siamo nella stessa
situazione e consideriamo un asse su cui calcolare il momento di inerzia I,
parallelo ad un’altro asse passante per il centro di massa CM a distanza d.
Imponiamo allora i seguenti sistemi di riferimento:

z zl
y Yy
O o’ _ CM z,z

)

Allora si ha che
L= mi[(a}+y7)]
= Zm [+ d) +v77]]
= Z mi [27 + d® + 2a}d + y]]
= Z mi [0+ y?] + > mid® + 24y mya)

= Ion + Md? + 2dMzxly,
=Iopm+ Md?
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29.3 Momenti di Inerzia Pii Comuni

Forma Momento d’Inerzia
Disco I:%MRQ
1
Lastra Quadrata con Asse Parallelo al Lato 1= EM L?
1
Rettangolo con Asse Perpendicolare I= EM (a® + b?)
1
Sbarra Sottile con Asse Passante per il Centro [ = EM L?
1
Sbarra Sottile con Asse Passante per 'Estremo [ = gM L?
1
Cilindro Cavo I::§A4(Rf+aR§
2 2
Sfera I = gM R
R? L2
Cilindro con Asse Passante per il Centro I=M {4 + 12]
1
Parallelepipedo I = EM (a® +b?)

29.4 Dinamica dell’asse Fisso

Sia un corpo come in figura, con un suo sistema S’ = (O', 2/, ¢/, /) attaccato
ad esso, che ruota con velocita angolare @(t)

Z:Z//

x

Allora se poniamo 2 = O = O’, per la seconda equazione cardinale
dL

- v Vi 0
g = e x MVom + Mgy = My

Allora andiamo intanto a porre

Ma allora si ottiene che

MED = My k== k=L,



Ma allora ricordando che

P
Cdt
si ottiene che J J
MEY = =L, = — 15 =Id
: dt a0

Ora parlando invece della componente perpendicolare, abbiamo che
M(%st) _ Mz(est) + Miest)

t) o O . .
¢ responsabile di mantenere I’asse fisso. Allora si ha (si ricorda

)

dw 11
— T [— Zmiziwpi o +
1

—w zz: mzzlim]

1dw -
:;ELL—F —w E mizi(prZ)]
K3
1dw -
:;d—o;LL—G— w X (—w g mizlwm)]
(]
1dw - -
=——L 0 X L
w dt - T

30 Pendolo Fisico

Sia dato un corpo rigido pendolante attorno ad un polo 2. Allora inseriamo
un sistema di riferimento in cui O = € e il moto avviene lungo il piano xy, con
y Passe verticale. Essendo che allora rq = 0 si ha che Il momento meccanico
totale ¢ equivalente, parlando di forza peso, a quello esercitato sul centro di
massa. Essendo inoltre rigido, si ha che @& & la stessa per ogni punti. Quindi
riduciamo 'intero corpo al suo centro di massa CM = (zcoar, your, 0). Infine
sia ’asse z proprio 'asse di rotazione. Allora per il teorema visto prima si
ha che, ponendo |Repy| = d

Mz(est) —Ia

d?9
ma allora definendo
_[Mdyg
Y=V TT
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e imponendo sind & ¥ si ottiene 'equazione
4+ =0
che si risolve col classico
¥(t) = ©sin(wt + o)

Infine si vede subito che il periodo é

[T [1*
T=2my|—— =2my|—
T Mdg T p

dove [* & la lunghezza ridotta.
Se ora esprimiamo [* tramite il teorema di Huygens-Steiner, si ottiene

_ loum
Md
Quindi per ogni punto di sospensione a distanza d, la lunghezza ridotta e il

periodo sono uguali. Inoltre posto un certo punto di sospensione P tale per
cui |[Ro| = d, allora ho che se cerco un determinato punto P; tale per cui

I* +d

F=1"(P)=1*"(P) =10

deve essere che

d
Md Md, M
cioé
Icve  Icwm
d—dy) ="M _
( ) Md  Md,

Mddy(d —dy) = Ionp(d — dy)
Questa equazione ha soluzione

fem _ ey

Md

Cioé¢ l'insieme dei punti che sono soluzione sono due circonferenze come in
figura

di = d oppure di =

N
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chiamati cilindri coniugati. Ora vogliamo trovare il minimo periodo Tj,;, in
funzione della distanza d del centro di massa dal punti di sospensione. Allora
si nota innanzitutto che

o Iow 1

=M
ad M e

che si annulla in corrispondenza di

Iem
dmzn =
M

mm:2v M
2 [Iom
mm—2 5 W

31 Energia Cinetica di un Corpo Rigido

Consideriamo il solito si sistema S fisso ed un sistema S = (CM,z,y,©)
solidale al corpo. Quindi v i =0 per ogni_punto. Infine nel sistema di
riferimento S’ scomponiamo r/; come p/; + 2} 'k’ Allora

K = Z %mzvf
_ Z S [V + x (7 - Fean)]|
—Z mz{VCM+ [wx( RCM)rJr?VCM [WX( RCM)”

=K1+K2+K3

Analizziamo ora Ky, K3 separatamente. Iniziando con Ks

r 5 2
Ky = —my; |@ x (T — RCM)}
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1
7

1
= §w2 Z mgpi?
7

= ZIepw?
5 lomw

E poi con K3
K=Y miVou - [03 x (7 — R'CM)}
%

= Vo - Zmzﬁ x (7 — Rear)

(2
=Vou - @ x Y mi(7s — Rew)
i
= VCM-Q X (MECM—MECM)
=0

Quindi si ottiene che
K=K+ K+ K3

1 1
(2

1 1
= 5Mng - §ICMw2

Consideriamo ora un’altra situa- !
zione, in cui vi € un unico sistema
di riferimento S = (O, z, y,®), con ‘@
il centro di massa localizzato in un V
certo punto ECM.
1) x
Allora si ha che possiamo sfruttare il teorema di Huygens-Steiner e affermare
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che

1
K = 22 m;v;
K3
1
= 5 : me((D‘ X Tz)Q
K3
1
= ~Jw?
i
1 1
= §ICMLU2 + §Md2w2
1 2 1 12
= §ICMW + §M[wRCM sin o]
1 1 _,
1 2 1 2
= §ICMCU + §MVCM

32 Lavoro di un Corpo Rigido
Si ricorda che per ogni copia di punti 7, 7,

W™ = Fdr;; con F = |F; ;| = |-F};|
ma allora se il corpo ¢ rigido si nota subito che diW () =0

Per quanto riguarda il lavoro delle forze esterne, si ottiene che conside-
riamo i due casi

32.1 Moto Rotazionale Attorno ad un Asse Fisso

In questo caso si ha che se poniamo il solito sistema di riferimento S =
(O,z,y,0), allora

dW = ZF’;(est) - dF;
_ Zé(est) . Uldt
-y FlD - (wk x 7)dt
—= Zw/k\ (f; X F;(GSt)> dt

L. [ZT—.; % ﬁi(est)

= kM ywdt = M= dp

wdt
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32.2 Moto Rototraslatorio

Siano il solito sistema di riferimento inerziale S = (O,z,y,z) e il solito
sistema mobile S" = (CM,z',y’,@) tale che v/; = 0. Allora ricordando che

7 = Vo + & x (7 — Rear)
allora

dW = Zé(est) . [vC’M + @ X ('F; — ECM)]dt

Z F:‘(est)

_ F’(est)dR“CM + |:(771 _ PLCM) > F’ai(est):| - odt

—

Vendt + Zﬁ;esﬂ @ x (75 — Rea)]dt

= FEDqRon + ML) - @t

33 Rotolamento di una Ruota

Sia ora un sistema di riferimento fisso S = (O, z,y, z) e una ruota che rotola
lungo l'asse z. Inoltre sia un sistema di riferimento S" = (O'; 2/, 4/, 2’) non
solidale che essa, che quindi trasla soltanto, tale che O' = CM il centro della
ruota e 2’ || z. Infine sia &0 = k'

y Y

z

Allora rispetto al sistema S’ il corpo sta effettuando un movimento circolare,
quindi si ottiene che
v, =wRT, =0 xR

Ma allora essendo che il sistema trasla soltanto si ottiene che

% = Voum + @ x (7 — Rowr)
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33.1 Moto di Puro Rotolamento
Si definisce moto di puro rotolamento se
v = Veou + @ x (rF — Roag) =0
I questo caso poniamo 7= z’,7 = v/ e si scopre che
Ver =& x (Rear — 1) = GR7 = wR(k x J) = —wR?
Ma allora si ottiene I’equazione di puro rotolamento

dRoy = —RAS7

Prendendo ora un punto anche all’interno della circonferenza, sempre nel
caso di rotolamento puro, si ottiene che

— 2

w:(ﬂx(RCM—T;)+QX(ﬁ—RCM):wX(ﬁ—T*)

=Vem

Cioé¢, nel caso di rotolamento puro, si osserva che esiste un asse di istantanea
rotazione che passa per il punto di contatto della ruota. Ma allora il momento
angolare rispetto al punto di contatto é:

Dove I* é il momento d’inerzia rispetto all’asse di istantanea rotazione.
Tramite il teorema di Huygens-Steiner, la formula diventa

E:ICMLU+MR2LU—|—EJ_

Infine parlando dell’energia cinetica, si ottiene che, usando le formule
dell’altra volta

1 1
K = Jlomw” + 5 MVéy

Infine notiamo che se supponiamo che le sole forze esterne sono quelle d’at-
trito, nel caso di rotolamento puro e di un cerchio perfetto si ha che

Wiest) = Fy . dr* = Fg - o*dt = 0

Cioé l'energia meccanica totale si conserva

34 Gravitazione

34.1 Leggi di Keplero

Si ricordano le seguenti leggi
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I legge Le orbite descritte dei pianeti attorno al sole sono delle ellissi in cui
il sole ne occupa uno dei due fuochi

II legge Il raggio vettore che congiunge il sole con il pianeta spazza aree
uguali in tempi uguali

III legge Il quadrato del periodo é proporzionale al cubo del semiasse mag-
giore dell’orbita
34.2 Legge di Gravitazione Universale

Newton conosceva la distanza Terra-Luna Rpj, e il periodo di rivoluzione
intorno alla terra T'

Ry; =384 x 10°m
T =236 x 10%s

ma allora si poteva ricavare l'accelerazione dell’orbita lunare supponendola
circolare conoscendo la velocita media v

2Ry,
v =
T
1)2 47T2RTL
a = =
L7 Reg T2

ma allora arrivo a calcolare che

ma allora evinse che

e allo stesso modo

ma dalla terza legge di Newton scopri quindi che

My M,
Rip

Frr = Frp «

Allora la legge di gravitazione universale ha la forma

Foy=-GT ™25, G =6.67428(67) x 107! Nm’ kg2

1,2
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oppure per corpi estesi
- Am;Am;
Fyq = —GZ Z ———17;
i T
= dmidm
By = / / ——2di dmy = p(71)dr
My J Mo r

34.3 Massa Gravitazionale e Massa Inerziale

Osservando la seconda legge di Newton e la legge di Gravitazione Universale

—

F=md

Mm _
=
r2

Fo=-G

si osserva che la prima massa, a cosiddetta massa inerziale my, e la seconda,
la cosiddetta massa gravitazionale mg possono in teoria essere diverse. Per
risolvere il problema consideriamo la situazione di caduta libera:

O O

! !
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
1 1

Si misura sperimentalmente che i due corpi arrivano allo stesso istante di
tempo a terra. Quindi deve essere che la forza applicata, per ipotesi facciamo
solo quella gravitazionale, deve essere la stessa. Ma allora si ha che

Faa ma,1Mr
mr1 mrair
Fgo me2Mr
= a2 = = G 5
mro myor

e quindi che

mr 1 mr 2
Ora sappiamo solo che sono proporzionali.Tuttavia con una opportuna scelta
di G si puo porre k = 1, il cosiddetto principio di uguaglianza.

In verita questo principio é stato scoperto in epoca moderna con misu-
razioni pit precise. In particolare definendo

L) - (),
(), + (52),

si ¢ trovato tramite bilancia a torsione che A < 3 x 107?(E6tvos 1909) e che
A < 3 x 10~ (Broginsky 1970)
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34.4 Forze Centrali

Una forza F' = F(7) si dice forza centrale se esiste un punto O tale che
F = F(7)7. Si dice che ¢ a simmetria centrale se F = F(r)7.

Inoltre si dimostra che una forza centrale a simmetria sferica ¢ conserva-
tiva. Infatti si osserva innanzitutto che

_ dr
dW = FdF = F(r)Fdi = F(r)7 [dr?—i— rd:;dt} = F(r)dr = —dU

Allora si vede che dW ammette un differenziale esatto e
rB
Wap= / F(r)dr
TA
Per quanto riguarda la legge di gravitazione universale si ha che

/T " B dr = Gmamy {1 - 1}

A B TA

Wa B
"B 1 1

AUyp_sp = —/ F(r)dr = —Gmima [ — }
A B TA

e quindi ponendo Uy, =0

mima

Up=-G

rp

34.5 Dimostrazione Leggi di Keplero

Ricordiamo che M = Mg = 2 x 103%kg e m = Mr = 6 x 10** kg, quindi
siamo sicuramente nel caso che m << M, cioé nel caso delle applicazione
delle leggi di Keplero. Inoltre CM ~ ® e u ~ Myr. Ma allora poniamo un
sistema di riferimento con l’origine nel centro di massa e si vede

—

M=FxF=7xF(@r)Ff=0

Quindi essendo che ¥ = 0, si ha che

cioé L ¢ costante e quindi il moto ¢ piano.
Per quanto riguarda la seconda legge di Keplero, se si considera la se-
guente figura

7(t + dt) d7

=
S
~
S—
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allora se chiamiamo dA la seguente area
1
dA = |7 x dr
17 dr|

possiamo definire una velocita areolare

PO |

dA = (7 v)dt

s _lo oo L
T T2V Y T oy

che é una costante. Abbiamo dimostrato la seconda legge di Keplero.
Per quanto riguarda la terza legge di Keplero, supponiamo che 'orbita
sia circolare, con raggio d. Quindi si ha che

GM F 472
= ma=wd=
e quindi che
T? = g;d?’

Questa ¢ esattamente la terza legge di Keplero per orbite circolari.

34.6 Leggi di Conservazione

Calcoliamo E, si ottiene che

L =7xmb=ri, x m(ih, +drhy) = mr2d(f, x fy) = mr2dk
che si conserva per quello detto prima. Se invece calcoliamo FE,,., si ha che

1
Epee = §mv2 +U(r)

1 - PN
= §m(7'“ur +drfip)? + U(r)

1 .
= im(v'"2 + 9% + U(r)
1 5 1 m292r4

M Ty e

+U(r)

e quindi definendo ’energia potenziale efficiente

L? mM

Uegs(r) = 2mr? -G r

si ottiene che

1 .
Epee = §mr2 + Ueff(r)2

Questa quantita si conserva essendo la forza conservativa.
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34.7 Variazione di g con l’altezza
Consideriamo 'accelerazione data dalla terra su un corpo ad altezza h.

M

-G
= Ry + 1)

con Ry = 6.371 x 10° m. Ponendo allora

h -2
(Rp+h)™% = R;” [1 + } = R

h ho\2
1—2— +3(
" + ( ) +

Ry Rr

si vede che

dh = 9o

h h\?
1-2—+3(— e

s (RT> ¥
Ma allora per confronto sia h = 8.848 km l’altezza del monte Everest. Al-

lora ho che il termine correttivo al secondo termine vale circa 0.003, quindi
pienamente trascurabile.

34.8 Velocita di Fuga

Dato un corpo di massa M si dice velocita di fuga vy la velocita iniziale per
poter arrivare all’infinito con velocitd nulla. Dalla relazione
1 5 mM

Free = imv -G "

e considerando che I’energia meccanica si conserva si ha che

1 5 mM
§mvf = G ”
cioé
2GM
v =
f T

per la terra si ottiene che vy ~ 11.2km

34.9 Raggio di Schwarzschild

Consideriamo ora un corpo massivo come quello per la terra per la cui la
velocita di fuga é quella della luce. In questo caso il raggio, chiamato di
Schwarzschield, &

2GMr

5— =8.869 x 10" m
(&

Rsen, =

per cui la densita sarebbe per la cronica pge, = 2.04 x 10?7 g/cm?
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34.10 Possibili Traiettorie

Volendo ora guardare le possibili traiettorie che un corpo effetto l'azione della
forza gravitazionale, consideriamo 'energia efficacie in funzione del modulo
del raggio vettore, mettendoci sempre nel riferimento del centro di forza:

L2 mM
Ue(r) = G

- 2mr2 r

Si ricorda che Eyec > Ueyy

Caso L =0 In questo caso r = 0 oppure ¥ = cost, cio¢ o il corpo € fermo
oppure si muove di moto rettilineo. Inoltre U.ss(r) diventa

Mm
Ueps(r) = -G—— =Ug

che ha grafico

B 1

1 0 W
14

Es
_92

allora si ha che se Fp,.. = E1 > 0, allora 0 < r < 400, che equivale a un
moto rettilineo verso l'infinito e oltre. Se invece E,.c = F5 < 0, si ha che
0 < r < Tmaz, cioé il corpo va avanti, si ferma a r,,4, € torna indietro.

Caso L # 0 In questo caso Ugys diventa

L? mM
Uegs(r) = omr? G r

e il grafico diventa

B3 il
\
|

B
Ey

uin
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Allora abbiamo tre casi:

Se E = Ey = Ueyy, allora 1’'(t) = 0, cioé il moto ¢ circolare.

Se invece Ugpr < B = Eo < 0, allora il moto ¢ compreso tra ry;, < r <
Tmaz- Dimostreremo che il moto é un ellisse

Infine si ha che se E = Fg > 0, allora 1, < r < 400, dimostreremo
che il moto é un’iperbole se E = F3 > 0 e una parabola se £ = F3 = 0.

34.11 Moto Circolare
Ora riferendoci al moto circolare si nota che se 7 = 0, allora = cost e
U= wr

quindi sbologniamo un po’ di formule. Intanto dal grafico si vede che

dUeff
ZZell
dr
quindi
L2
Te = ———
GMm?2
M
Ulre) = -G
Tc
Mm
—qg—==
Vg 7
1 L2 1 [(GMm\?
K= —muv? = = — _—
e 2mr?2 2 ( L >
L2
U =——— =22K
(re) mr?
Emec =-K

34.12 Calcolo delle Orbite

Vogliamo adesso ricavare quali sono le traiettorie di un corpo che si muove
in un campo di forza centrale. In particolare nel caso di forza gravitazionale
di Newton vogliamo classificare i vari tipi di orbite e nel caso dei pianeti
(E < 0) ricavare prima legge di Keplero. Allora o« = GMm

- Mm __ a
F=-G—u, = —=u,
2 2
r r
Abbiamo visto che in coordinate polare il momento angolare, I’energia mec-
canica e la velocita del corpo si possono scrivere

I_: = mrQS@
1 L? a
E = Zmi? _ =
2mr + 2mr2  r

17:7'“@»4-197“@9
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Ma allora consideriamo il caso L # 0, dove esiste un certo 7m,;,, nel cui
Tmin = 0 essendo che E(rmin) = Ueff(rmin). Ma allora
Umin = YminTmin Ud

Quindi scegliamo un sistema di riferimento per cui O ¢ il centro di massa tra
M e m, inoltre essendo L = cost il moto ¢é sul piano, inoltre I'asse x é lungo

T'min

!

0

> xT
0] T'min P

Considerando ora la seconda legge di Newton:

dv Mm a
=—G—F5 U =—73U
r

mi =
dt r2
ma allora ricordando che

du, o .

=9
dt b
duy .
2 _ 3a,
dt u

si ottiene che ~ R
dv o duy

AT 32 dt
ma
. L
0= mr?
quindi

dv a mr? duy

M TR L a
d Loam. .
dat mi — “; | =0

Looam._. o
muv — —Uy = coS
L

Definiamo quindi il vettore costante € come

L

€= —7—uy
!
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e utilizzando le formule di prima si ottiene
L. L. ~
€= —7u,+ (197” — 1) Uy
o o

Essendo costante, possiamo calcolarla per r = r,,;,. Infatti in questo caso
7 =0,u3(d = 0) =7 e quindi si scopre che € = €]

L. L L L?
€= aﬁmznrmm -1= — 5 Tmin — 1= -1

amry.. MOT in

Ora con questo otteniamo tramite il prodotto scalare
~ — L. . L PN L.
ecosV = €Uy = eJuy = —Tru, Uy + <19r — 1> Uy = <19r — 1>
o o o

e infine sfruttando sempre L = mdr?

L? 1
mo 1+ ecosd

Questa & ’equazione di una conica con eccentricita pari ad e. In particolare
e = 0 circonferenza

0 <e<1 ellisse

e = 1 parabola

e > 1 iperbole

Notiamo che e non puo essere negativa, infatti per ogni r si ha che r < 7.
Ma allora
ecost <e

che impedisce a edi essere negativa Ora cerchiamo le espressione per I’energia
meccanica F sfruttando la nuova espressione per ry,n

L? o ma?
E:2mr2  Tni :2L2(€ -1
min mwn
2[°FE
e=1/1 3
mao

Quindi abbiamo dimostrato che

E = Uegr(re) abbiamo una circonferenza
Uesr(re) < E < 0 abbiamo una ellisse

E = 0 abbiamo una parabola

E > 0 abbiamo una iperbole
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34.13 Orbite Ellittiche
Ci sono una VAGONATA di formule

I? 1
=T e Tt e
I? 1
Tmaz = Ta = ——
mal—e
Tp+Tq L2 1
agi=———=—
2 mal — e?
Ta — TP
rp = af e) ro=e(l+e)=ce .
b:\/a2—c2:a\/1—62:L—271
ma /1 — e?
2
mao’ , o

34.14 Dimostrazione 111 Legge di Keplero per Orbite Ellit-
tiche

Sia

allora

TTT T T T am
A72 _ mat(l-e?)  L* b
T2 T2  4m?2

a’ 1 1 1 L?
T2 721 —e2a4m?

unendo questo con ’espressione di a ottenuta prima si ottiene

a@ 1 1 ma(l—e*) L? GM

T2 721 —¢2 L? Am? ~ An?

35 Appendice: Leggi di Conservazione implicano
II1 legge di Newton

Consideriamo le leggi di conservazione del momento angolare e della quan-
tita di moto. Allora preso un corpo isolato per la legge di conservazione la
quantita di moto totale si conserva, cioé

—

% _ 0 — F(Est) 4 plint) — g —s plnt) —
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Ma allora se siamo per esempio nel caso di 2 corpi si ha che
Fi9=—Fy;

Ora dobbiamo dimostrare che stanno sulla congiungente 7 2. Allora essendo
sempre isolato il momento angolare si conserva, cioé

L . p L
ddtQ — 0 — Mg(ZGSt) + Mg(]znt) — 0 — g(zmt) -0

sempre nel caso con due corpi si ottiene
MU™ = % % Fl o+ 1% x Foq = (g —1%1) x Fio =10 x Fio =0
g =T 1,2 T 772 2,1 = ("2 — 171 1,2 =712 1,2 =

cioé
Fio=—Fy1| 2
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